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9. Podstawowe narzedzia matematyczne analiz przestrzennych

Niniejszy rozdziat stuzy ogoélnemu przedstawieniu

metod matematycznych
wykorzystywanych w zagadnieniu analizy przestrzennej. Czlowiek patrzacy na dane
przestrzenne przedstawione na mapie (W postaci graficznej) bezblednie ocenia potozenie
punktow wzgledem wielokata. Przyktad rysunku ponizej, na ktéorym bez probleméw
stwierdzamy, Ze punkt A lezy na zewnatrz a punkt B wewnatrz wielokata Q. W przypadku
kiedy korzystamy z danych w postaci wspotrzednych (wykaz wspotrzednych obok rysunku),

odpowiedzi nie sa takie proste i wymagaja wielu operacji obliczeniowych i logicznych.

Punkty wielokata

Nr —-———————-— X== ———————— Y—--

1 5613399.248 4661287.044

2 5613395.479 4661302.143

3 5613375.501 4661297.209

B 4 5613373.441 4661305.470
° 5 5613368.028 4661304.187
6 5613368.702 4661301.214

7 5613360.444 4661299.332

8 5613366.870 4661273.000

9 5613380.442 4661276.294

10..5613378.991 4661282.115

Punkty do sprawdzenia
Nr —--—-—--——- X== —mm——— - Y--
A 5613383.425

B

Ponizej przedstawiono ogélny zarys podstawowych operacji w analizie danych
przestrzennych tj. badania polozenia punktu wzgledem odcinka, wyznaczania punktu
przecigcia si¢ dwoch odcinkow oraz badaniu potozenia punktu wzgledem wielokata.

5613372.

326

4661277.
4661288.

Szczegotowe przedstawienie tematyki mozna znalez¢ w pracy [Izdebski 1999].

9.1.1. Wyznaczenie polozenia punktu wzgledem odcinka

Pierwszym z analizowanych zagadnien bgdzie sprawdzenie, po ktorej stronie danego
odcinka lezy punkt posiadajacy okreslone wspotrzedne XY. Ilustracj¢ zadania przedstawia

ponizszy rysunek.

Rys. 9.1. Ilustracja zadania potozenia punktu wzglgdem odcinka

Jednym ze sposobOw rozwiazania postawionego zadania jest obliczenie wyznacznika

postaci:
XA YA
det(A,B,P)=|X, Y,
XP YP

1
1
1
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Znak wyznacznika det(A,B,P) jest rowny znakowi sinusa kata nachylenia wektora AP
do wektora AB. Otrzymane warto$ci wyznacznika maja wigc nastepujaca interpretacje:
e jezeli det(A.B,P)>0 to oznacza potozenie punktu P po prawej stronie odcinka AB,
o jezeli det(A.B,P)<0 to oznacza potozenie punktu P po lewej stronie odcinka AB,
o jezeli det(A.B,P)=0 to punkty A,B i P sa wspotliniowe.

Wyznacznik mozemy obliczy¢ np. metoda Sarussa, ktéra daje nastgpujace rozwinigcie:
det(4,B,P)=X  *Y, + X, *Y, + X, *Y, Y, * X, -V, * X, -V, * X,

Innym sposobem okres$lenia potozenia punktu wzgledem odcinka (stabilniejszym pod
wzgledem numerycznym) jest wykorzystanie iloczynu wektorowego. Zapisujac iloczyn
wektorowy do postawionego zadania, pamigtajac, ze punkty leza na plaszczyznie
otrzymujemy:

i ik
AX, AY, 0|=[0, 0, Ad,*AY,—-AX,*AY,,]
AX,, AY,, O

Jak wspomniano drugi sposob obliczef jest znacznie stabilniejszy numerycznie gdyz
w obliczeniach operuje si¢ jedynie rdéznicami wspotrzednych zamiast ich pelnych wartosci,
ktore dodatkowo podlegaja mnozeniu. Ilustracje otrzymanych wynikéw przedstawiono na
ponizszym rysunku. Widzimy, ze uzyskana warto$¢ bezwzgledna rozbieznosci z obydwu
metod wynosi w przyblizeniu 0.000004, co w pewnych sytuacjach moze powodowac
uzyskanie btednego wyniku.

=lolx]
Nr Wsp. X Wsp. Y
A |61 23456 123 |31 23456.123 I 3.9999961853027344 Obliczenie wyznacznika
B |51 223459 123 |31 23458.123 | | 4.0000000000000000 lloczyn wektorowy

P |6123457.123 [3123458.123 | -0.0000038146972656  Réznica

Warto pamigta¢, ze iloczyn wektorowy AB x AP, ma réwniez interpretacj¢ jako
podwdjne pole trojkata utworzonego przez punkty A, B, P.

Cze¢sto w zagadnieniach geometrycznych mamy do zbadania czy dane dwa punkty leza
po tej samej stronie odcinka.

Py

Wykorzystujac opisany sposob sprawdzenia potozenia punktu wzgledem odcinka
wyznaczamy iloczyny skalarne i poroéwnujemy ich znaki. Jesli znaki sa takie same wtedy
punkty leza po tej samej stronie w przeciwnym wypadku leza po roznych stronach odcinka.
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9.1.2. Wyznaczenie punktow przecigcia odcinkow

Z punktu widzenia wzorow rozwiazujacych w niniejszym zadaniu sa one analogiczne
jak w przypadku zadania wyznaczenia punktu przecigcia dwoch prostych, ktérego
rozwiazanie przedstawiamy ponizej.

Rys. 9.2. Ilustracja zadania przecigcia dwoch prostych okre§lonych dwoma punktami

Parametryczne réwnanie prostej przechodzacej przez punkty P1 i P2 ma postac:
X=X, +t-AX,p

Y=Y, +1-AY,,
gdzie t €(—o0,+00). Przy czym na uwagg zasluguje fakt, ze w punkcie P;(¢ = 0), natomiast w

punkcie P,(z = 1). Rozwiazanie zadania mozemy przedstawi¢ nastgpujacymi wzorami:
Xp=X,+t,AX _AX AY, —AY,AX

lub gdzie t, =
Y, =Y, +t,AY , AX AY., =AY, ,AX
Xp=X,+t,AX t __AXACAYAB+AYACAXAB
, =
Y,=Y,+t,AY ; AX pAYep, =AY ;AX

O ile jednak w zadaniu wyznaczenia punktu przecigcia prostych wystarczajace bylo
obliczenie wspotrzedne punku przecigeia, to w zadaniu niniejszym nalezy jeszcze dodatkowo
sprawdzi¢, czy wyznaczony punkt przecigcia nalezy do obu odcinkéw, co jest konieczne aby
mogl by¢ uznany za rozwiazanie.

Rys. 9.3. Rozne polozenie punktu przecigcia dwoch prostych

Wprowadzenie opisanego warunku eliminuje wigc rozwiazania lezace na przedtuzeniu
jednego lub obu odcinkow rysunek 9.2 b i c. Z faktu tego wynika rowniez mozliwos¢
znacznego usprawnienia procedury obliczajacej przecigcia, gdyz jeszcze przed
uruchomieniem zasadniczych obliczen, mozna dokona¢ ewentualnego sprawdzenia, czy
rozwiazanie istnieje. Mozemy w tym celu wykorzysta¢ parametry ¢ 1 t,, z ktorych mozna
stwierdzi¢ czy punkt przecigcia bedzie nalezat do obu przecinanych odcinkéw. Ma to miejsce
jezeli:
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(0<t,<1) and (0<¢t,<1)

Zanim jednak zaczniemy cokolwiek oblicza¢ powinniS§my sprawdzi¢ relacje

prostokatow ograniczajacych dla odcinkéw,. co moze wyeliminowa¢ koniecznos¢
wykonywania jakichkolwiek obliczen.

Rys. 9.4. Przecigcie dwoch odcinkdow z badaniem prostokatow ograniczajacych

9.1.3. Wyznaczenie polozenia punktu wzgledem wielokata

Ustalanie polozenia punktu wzgledem wielokata podobnie jak obliczanie
wspotrzednych punktu przecigcia dwoch odcinkdw, jest jedna z najczgsciej wykonywanych
czynnos$ci w procesie analizy danych przestrzennych. Celem rozpatrywanego zadania jest
ustalenie potozenia punktu o zadanych wspohrzednych P(x,y) wzgledem wielokata Q
okreslonego ciagiem punktéw. Zakladamy przy tym, ze wielokat jest wielokatem zwyktym,
co oznacza, ze jego boki si¢ nie przecinaja.

Rys. 9.5. Mozliwe przypadki potozenia punktu wzgledem wielokata

Najbardziej znanymi algorytmami sprawdzania potozenia punktu wzgledem wielokata sa:
algorytm sumy katow oraz algorytm parzysto$ci. Wymienione algorytmy roznia si¢ migdzy
soba dosy¢ znacznie. W obydwu przypadkach jednak badanie powinno si¢ rozpoczyna¢ od
okreslenia potozenia wzgledem prostokata ograniczajacego. Wystarczy bowiem, ze punkt
lezy poza tym prostokatem aby stwierdzi¢, ze lezy rowniez poza wielokatem.



Waldemar [zdebski - Wyktady z przedmiotu SIT 79

Rys. 9.6. Wstepne badanie polozenia punktu wewnatrz wielokata

Warunkiem koniecznym bowiem polozenia punktu wewnatrz wielokata jest jego potozenie
wewnatrz prostokata ograniczajacego.

9.1.4. Algorytm sumy katow

Algorytm sumy katéw wykorzystuje, do ustalenia polozenia punktu wzgledem
wielokata, sume katéw pomigdzy potprostymi poprowadzonymi z badanego punktu P przez
wierzchotki wielokata P;. Obliczana sumg katéw mozemy zapisac jako:

Ps

Rys. 9.7. Testowanie potozenia punktu wzgledem wielokata algorytmem sumy katow:

a) punkt wewnatrz wielokata; b) punkt na zewnatrz wielokata

Jesli punkt znajduje si¢ wewnatrz wielokata wtedy S=360° (rysunek 8.3a) w
przeciwnym wypadku S=0° (rysunek 8.3b). Oczywiscie podane wartos$ci sumy katow nalezy
sprawdza¢ w pewnym przedziale doktadno$ci numerycznej t€. Obliczane katy ¢, traktujemy
jako dodatnie, jesli uporzadkowanie ramion jest zgodne z ruchem wskazowek zegara i1 jako
ujemne jesli jest kierunek uporzadkowania jest przeciwny do ruchu wskazowek zegara.
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9.1.5. Algorytm parzystosci

Algorytm parzysto$ci opiera si¢ na zalozeniu, ze jezeli jeden z punktow lezy na
zewnatrz wielokata, a drugi wewnatrz, wtedy odcinek laczacy te punkty przecina boki
wielokata nieparzysta liczbg razy. Jezeli natomiast oba punkty leza na zewnatrz wielokata,
odcinek je laczacy albo nie przecina Zzadnego boku, albo przecina je parzysta liczbe razy.
Zasada algorytmu przedstawiona jest na ponizszym rysunku 8.4.

punkt
zewngtrzny

nkt

- zewnetrzny

punkt
wewngetrzny

Rys. 9.8. Ogodlna zasada dziatania algorytmu parzystosci



